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Resumo
O objetivo deste trabalho € introduzir a categoria dos sistemas ordenados de 22 ordem e o processo de construgio global
utilizado para obter representagdes construtivas integradas desses sistemas, apresentando uma aplicago na representagio
dos sistemas dos numeros reais e intervalos de reais. Através do processo de construgdo global, obtém-se um espago
coerente intervalar bi-estruturado como a representagéo global de sistemas ordenados de 2 ordem. Este processo ¢ realizado
em dois niveis simultidneos que se inter-relacionam: a construgio da estrutura de informag#o, baseada em uma estrutura de
espago coerente gerado por um conjunto basico, com objetos indexados, e a construgfo da estrutura de aplicacfio - algébrica,
de ordem, de medidas, topolégica, etc. -, derivada da estrutura do conjunto basico.

Palavras-Chave: evolugio de sistemas, espagos coerentes, teoria dos dominios, representagdo de numeros reais,

representagfio de intervalos reais, matematica intervalar

Abstract
The aim of this work is to introduce the category of second order ordered systems and the global construction process used
in order to obtain integrated constructive representations of those systems. An application of this construction process in the
representation of the the systems of real numbers and real intervals is also presented. By the global construction process, a
bi-structured interval coherence space is obtained as the global representation of second order ordered systems. This process
is split into two simultaneous related processes: the construction of the information structure, based on a coherence space
(with indexed objects) generated by a basic set, and the construction of the application structure - an algebraic, topological,
ordered, etc. structure -, which is derived from the structure of the basic set.

Keywords: representation of real numbers, evolution of systems, coherence spaces, domain theory, interval

mathematics, neighbourhood systems

1 Introducio

Este trabalho tem como objetivo principal introduzir a categoria dos sistemas ordenados de 2* ordem® e
uma metodologia para a obtencdo de representagdes construtivas - denominadas de representacées
globais - desses sistemas, em uma estrutura baseada em Espagos Coerentes [1,2], com aplicagfo
fundamental na Computagdo Cientifica e Matematica Intervalar. Como resultado, foi possivel
promover a integragdo entre os aspectos praticos dos processos computacionais correntes da
Computagdo Cientifica e da Matemdtica Intervalar e os aspectos de fundamentagdo oferecidos pela
teoria dos Dominios, em particular, os Espacos Coerentes.

Através desta metodologia, foi possivel obter uma representagdo global para os objetos ditos infinitos
relativamente ao conteudo de informagfo, como numeros reais e intervalos reais, de tal forma que
possam ser obtidos modelos semanticos adequados para os processos computacionais envolvendo tais
objetos.

A representacdo construtiva obtida é denominada de global, pois, sendo realizada em dois niveis
distinguiveis, compreende ndio somente a construgdo interna dos objetos da estrutura de informagdo, do

! Este trabalho foi financiado pela FAPERGS e CNPgq

2 A nogdo de sistema de 2° ordem pode ser considerada como uma extensdo & nogdo de "sistema" [27] ou de "estrutura relacional" [26],
ou de Z-estrutura [16], que s&o de 1° ordem.
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conjunto das aproximacdes destes objetos e de sua topologia de informagfo, mas também sua estrutura
externa de aplicagdo, representando um conjunto de operagdes algébricas, uma relagdo de ordem de
posigo, uma familia de relagdes, uma familia de fungGes elementares, uma subestrutura de medidas e
uma topologia induzida por ela. Existe um relacionamento entre estes dois niveis de construgéo,
garantindo que cada componente da estrutura de aplicagio tenha uma representagdo interna na
estrutura de informacfo, e, por outro lado, a cada etapa da construgéo corresponda uma estrutura de
aplicag8o definida a partir da estrutura de aplicagdo existente na etapa anterior.

O processo de se obter uma representacdo global - processo construtivo da estrutura de informaggo,
processo construtivo da estrutura de aplicagdo e o mecanismo que relaciona estas estruturas - €
denominado de processo de globalizagdo. Procurou-se adotar um enfoque genérico, para tornar
possivel sua aplicagfio também em outras areas. Uma abordagem categdrica auxilia no entendimento do
processo de globalizagdo.

Este artigo constitui um resumo do trabalho desenvolvido. Assim, demonstragdes, defini¢Ses rigorosas
¢ detalhes técnicos mais precisos e formais foram omitidos (veja [3]). Resultados parciais foram
apresentados em eventos e/ou publicados e as referéncia séo indicadas ao longo do texto, que esta
estruturado como descrito a seguir. Na segfo 2 apresentam-se 0s conceitos fundamentais sobre Espagos
Coerentes, introduzidos para a realizagdo do trabalho, como espagos coerentes gerados por um
conjunto basico e espagos coerentes com objetos indexados. A categoria dos sistemas ordenados de 2*
ordem ¢ introduzida na segdo 3. Na secdio 4 descreve-se o processo de construgdo global ¢ a
representagdo global de sistemas. O espago coerente bi-estruturado de intervalos racionais €
introduzido na segfo 5. As conclusdes e consideracdes finais estdo na se¢do 6. A sec¢do 7 contém as
referéncias bibliogréficas.

2 Espagcos Coerentes: Conceitos Fundamentais

Uma teia A= (A,z A) ¢ um par formado por um conjunto 4 sobre o qual ¢ definida uma relagéo
reflexiva e simétrica, denotada por = ,, denominada de relagdo de coeréncia em A. Um subconjunto x
de uma teia A é coerente se e somente se para todo a,fex,a=, . Um espaco coerente
A =(Coh(4,~,), C) ¢ a colegio de subconjuntos coerentes de uma teia A, Coh(4,~ ), parcialmente

ordenados pela incluséo.

Os elementos de uma teia sio denominados de unidades ou "tokens". Os tokens de uma teia
representam quantidades elementares ou bits de informagdo sobre entidades de um universo, ndo
especificado. Coeréncia entre tokens significa que estas unidades podem ser vistas como pedagos de
informagdo com relagiio 2 mesma entidade. Assim, um conjunto coerente ¢ uma quantidade coerente de
informagfo sobre uma mesma entidade.

Pode-se considerar um espaco coerente como um dominio cuja ordem de informagdo ¢ a ordem parcial
dada pela relagdo de inclusdo, e, como tal, um espago coerente ¢ um cpo (ordem parcial completa)
algébrico 4 que satisfiz a condigdo de completeza para coeréncia  bindria:

Bc #4,¥c,c € B, (CUC’)E A4 =\Be 4. Além disso, para um espago coerente A4 sdo validas as
propriedades [1]: (i) todos os objetos unitarios {a} < 4 estdo em 4 (ii) ac #,bca=be A4 ; (iii)
B e A4; (iv) se X é um subconjunto dirigido (com relagdo a <) de 4 entdo U' X e, isto é, #¢
fechado para a unifio dirigida; (v) »# ¢ fechado para a interseco, isto é, N X € A#, paratodo X C 4.
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Um objeto total é aquele que concentra toda informacdo possivel sobre uma determinada entidade.
Segue que um objeto x em um espago coerente # € fofal se e somente se sempre que existe y €4 tal
que xC y entdo x=y. '

Procura-se agora caracterizar as propriedades das fungdes entre espagos coerentes 4 e &. Uma fungéo
F: A4 — & & (i) continua se e somente se para todo subconjunto dirigido X de A, tem-se que F' (X ) é

dirigido ¢ F (U X )= U{F (blb eX }; (ii) estdvel se e somente se é continua e satisfaz a propriedade de

estabilidade - aLd' € #= Flana')=F(a)n F(a')) -; (iii) linear se e somente se ¢ estavel e satisfaz a
condicdo de linearidade - se Xc A4, e para todo bceX=>buUce #, entdo

FUX)= U{F (b)b eX } -. Neste trabalho considera-se a categoria monoidal fechada LIN dos Espagos
Coerentes com fungdes lineares.

2.1 Espacos Coerentes com Objetos Indexados

Para a abordagem adotada foi necessério introduzir uma caracterizagio do contetido de informaggo de
um conjunto coerente, que é dada por um pardmetro que fornece uma indicagdo do conteudo de
informacgo que é comum a todos os tokens do conjunto em questdo. Este pardmetro, denominado de
indice de um conjunto coerente, € obtido a partir dos indices dos tokens que o compdem.

Seja (K, = LU, 1, T) um reticulado completo, onde LI é a operacdo de supremo, L ¢ o bottom ou
menor elemento, e T ¢ o topo, que representa explicitamente conteudos de informagdo. O contetido de

informacao dos token da teia de um espago coerente A = (Con(4,~,), c)é dado por uma fungéo indice
de token j:A— K que associa cada token a e 4 a um indice j(a)e K, que representa o seu
conteudo de informacfo, tal que a~, B se e somente se j(a)l_l j(ﬂ)¢ T, para todo a,ped. O
indice de um conjunto coerente x € 4, denotado por i(x), é o supremo do conjunto dos indices de seus
tokens, ou seja, i(x)= H {j'(a)l o € x}. Em particular, i(@)=L.

K

Objetos que possuem um mesmo indice podem ser comparados relativamente a qualidade de
informagio que contém a respeito do indice considerado. Se x e y sdo objetos de um espago coerente #,

para um determinado indice k, diz-se que x é uma aproximacdo k-indexada de y, e denota-se x4, y, s

e somente se i(x)=i(y)<k e xC y.

Existe agora a possibilidade de introduzir um outro tipo de totalidade de objetos. Diz-se entdo que um
objeto & quasi-total se ele concentra toda informacdo relativa ao seu indice. Isto significa que nio
existe token da teia A cuja informagfo é no maximo igual a do indice de um objeto quasi-total x, que
seja coerente com todos os tokens de x e que néo seja elemento de x. Tem-se que entdo que um objeto x
com indice i(x) =k & quasi-total em um espago coerente # se e somente se sempre que existe y €4 tal

que x<, y entdo x = y. Denota-se a familia dos objetos quasi-totais de »# por qtot(#). Salienta-se que
& & um objeto quasi-total e que todo objeto total ¢ também quasi-total. A operagéo de fecho indexado
transforma um objeto parcial no objeto quasi-total que possui o mesmo indice.

2.2 Espacos Coerentes Gerados por um Conjunto Basico

Nesta secdo introduz-se uma classe de espagos coerentes adequada para a abordagem construtiva
adotada neste trabalho. Estes espacos coerentes caracterizam-se por serem obtidos a partir de um
conjunto parcialmente ordenado, denominado de conjunto bésico.
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Seja (A,<4) uma ordem parcial e I4= {[al,a2]| a,a,€ A} a familia de intervalos
[a1 ,a, ] ={acd|a, <a< az} de elementos de A. Para todo [al ,a, ], [b1 ,b, ] € I4, arelagdo de coeréncia
e, induzz‘da‘ por <4 € definida como [al,az]zsA [bl,b2]® a, <b, AD Sazt. Diz-se que a teia
(I4,~,) é induzida por <4. Observe que ~_ , possui um significado claro e intuitivo: X ~_, X' se e
somente X N X' #J, para todo X, X' €l4. Diz-se que 74= (Coh(IA,zS A)g) € 0 espago coerente
gerado por um conjunto bdsico A. |

Considere agora o calculo de indices de tokens e de conjuntos coerentes em 9. Seja
go(A) =( go(A), E ,nNn,4, D)o reticulado completo do conjunto das partes do conjunto basico 4, com
operagdo de supremo M, bottom 4 e topo J, onde X= Y se e somente se Y < X, para todo
X,Ye p(A). Os indices dos tokens da teia (IA,zS A) sdo determinados por uma fungdo indice de token
jiIA—> g)(A), X j(X )=X , que associa cada intervalo X € I4 ao seu correspondente subconjunto
de 4 no reticulado go(A). Segue que o indice de um conjunto coerente x €74 ¢ dado por
i(x)= ({X | X € x}. Quando i(x)={k}, escreve-se i(x)=k.

»(4)
Exemplo( 2.1. Considere como conjunto basico o conjunto dos nimeros racionais Q e seja 92 = (Coh(IQ,z ,Q),c_:) 0 espago

coerente gerado por Q. O conjunto coerente x = {[p,q] elQ|p<a<b<gq,abe Q} € 92 é um objeto quasi-total de indice
i(x)= [a, b], enquanto que y = {[p',q’]e 10| p'<r<q',re Q} € 92 ¢ um objeto total com indice i(y)= r . O conjunto
coerente z = {Ip",q”] elQ|p" <3< q”} € 92, cujo indice é i(z) =3, ndo € um objeto total. Entretanto, o fecho indexado de
z, dado por 2 ={p,q]€ IQ| p <3 <q}, é 0 objeto total de 72 com i(2)=i(z)=3. &

3 Os Sistemas Ordenados de 2? Ordem

As estruturas dos tipos de dados que podem ser representadas globalmente foram denominadas de
sistemas ordenados de 2° ordem.

Definigiio 3.1. Sistemas de 2° Ordem. Diz-se que A é um sistema de 2° ordem se A = ((A,p(A)}Z,),
onde A # & é o universo do sistema, g(A) é o conjunto das partes de A, T, = ({ Sa; }.e[ :{"A,} J)
i je

¢ a estrutura (de aplicagdo) do sistema, com fungdes associadas u:/ - N e 8:J — N, compreendendo
fungdes e relagdes definidas sobre o universo A e g(A), e tal que, para A, € {A, go(A)}, ¢ valido que:
(i) Ic U é um subconjunto de indices, que pode ser vazio. Para cada i eI, u(i) eN, tem-se que

fa, M > A\, éuma fungdo p(i)-aria definida sobre A%’. Quando p(i) =0, f,, é um elemento
destacado de Aa.

(i) J < V é um subconjunto de indices, que também pode ser vazio. Para cada j €J, 8( j) e N, tem-se
que 7, < lﬁgf ) ¢ uma relagdo 6( j) -4ria definidaem A , .

Se na subestrutura de relagdes do sistema A for definida uma ordem parcial de posigdo <a sobre o
universo A, entfo diz-se que A € um sistema ordenado de 2° ordem. O tipo ou assinatura do sistema A

‘€ dado por <u,8> . A familia de todos os sistemas ordenados de 2° ordem ¢ denotada por SO2. ¢

Exemplo 3.1. O sistema ordenado de 2° ordem dos numeros reais R ¢ o sistema R=(R,p(R)}Z;), com

g = (*R <r> Fr»Rp, Mg, 0% ) , onde *Rr sdo operagdes aritméticas, <r € a relagdo parcial de posi¢do, Fr sdo fungdes de
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reais, RR séo relagdes definidas sobre R, Mr representa a estrutura de medidas definida pela métrica e pela norma em R, e
oR é a topologia de Hausdorff. Por outro lado, IR = (Ag;Z,z ) é o sistema intervalar ordenado de 2* ordem dos intervalos

reais IR [28], com Zig = (*;5,</p, Fig, Rir s Mg 01 ), onde *IR sdo operagGes aritméticas intervalares, <ir ¢ a relagio

parcial de posi¢do, FIr sdo fungdes intervalares, RIr s3o relagdes definidas sobre IR, Mir representa a estrutura de
medidas definida por uma fungfio distdncia intervalar e uma fungfo valor absoluto intervalar, e GIr ¢ a topologia definida
sobre TR. ¢

Os sistemas ordenados de 2! ordem podem ser bi-esiruturados. Neste caso, sdo denotados por
A= ((A, g)(A));EK;Z"A{’). A bi-estrutura deste sistema é dada por uma estrutura de informagdo X', -

relacionada com a natureza interna dos objetos do universo, com o conjunto das aproximag¢des destes
objetos, com a topologia de informagio, compativel com uma abordagem dominio-teorética -, € uma

estrutura de aplicacdo X7 - relacional, funcional, topologica -, determinada pelo uso pretendido do

sistema representado.

Foram definidos os morfismos de sistemas ordenados de 22 ordem e as transformagdes realizadas sobre
estes sistemas, como as transformacdes de universo (p. ex. a determinagdo de subsistemas), as
estruturais (p. ex. redugdo, expansdo, regulagdo de estruturas) e, principalmente, as transformagdes
globais, onde destacam-se as nog¢les de construgdo e evolugdo de sistemas, que envolvem
transformagGes de universo e de estrutura.

Definicio 3.2. Construtor de Sistemas. Um construtor de sistemas de 2° ordem é toda fungfo
t= <tu;t2 >:SOZ — S02, definida por X = (tu (X, (X)) tEEX), para todo X = ((X, P(X))zy )e S0O2,
com, de tipo <u,_5> , tal que, para Ay € {X, p(X)}:

(i) t, é um construtor de universos tal que, onde #, X ¢ p(X) e 7, p(X) = go(tuX) ;

(ii) 5 _=.‘<t rol R> ¢ um construtor de estruturas tal que, paratodoi € Iej € J,

Ty 1Ty = H(’Ff)(,"x),}id’{(’Rr)(nX),}jJ ;

(iii) ¢+ é um construtor de fun¢des tal que, para todo iel e fxi:l‘;,é') — Ay, tem-se que
fx. Pt f M) 5 o, com A,y € §,X,7 9(X)}, onde a fungdo construida (f,f € a
X; r7 )(x), X X X € 00 7)),

extensdo natural da fungdo original fy, ao novo universo construido, definida por:

(Xl,.. X ;.1(1)) {fX (x,, X u(i)) elglx; € Xyses Xy eXp(i)},

paracada x,,....x, ;) €Ax € X, X ) €A,

ng
(iv) tz é um construtor de rela¢des, tal que, para todo j € J ery, S x@ﬁf ) , com Ay €Ay, tem-se que
8())

rx, (th)(tuX)j c A, x,>com A, x €A, y, onde a relagio construida (th)(ruX)j ¢ tal que, para todo

Xpsees Xy ) €Al € Xl,...,Xs(/_) €A, x, tem-se que (X,,...,X(j)) €nx, Se e somente se, para todos
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8(J)
Xpseees Xy ) eUX, , sempre que se verifica (xl,...,x,s(j)) €rg; € Nd0 OCOITE X;,X; € X,, para todo
I=1 '

kk',l= 1,...,8(j), entdo tem-se que x, eXl,..,,xa(j) GXS(,) ;
(v) Se o sistema construido for um sistema bi-estruturado X =(tuAX'; Z’X;tzZX), entdo Zﬁ':x ¢ a
estrutura de informagdo associada a estrutura de dominio do universo ¢,X construido por 7. ¢

A evolugdo de um sistema ordenado de 2% ordem A em um sistema ordenado de 2% ordem B consiste de
uma construgdo regulada do sistema B. O sistema B é obtido a partir do sistema A pela agdo de um
construtor de sistemas ¢, sendo que sua estrutura € regulada por algum subsistema de B. A regulagdo
das constru¢des permite que se obtenham fung3es e relagdes bem comportadas [3] nas estruturas dos
sistemas construidos. Existe também uma imersdo de A no sistema evoluido B.

A categoria SO2 possui sistemas ordenados de 2* ordem como objetos e homomorfismos fortes de
sistemas ordenados de 22 ordem como morfismos. As transformagdes de sistemas foram introduzidas
como endofunctores. Mostrou-se que o functor de evolugdo de sistemas pode ser entendido como a
composi¢io de functor regulador com o functor de construgéo de sistemas [3,8].

Exemplo 3.2. Considere como sistema basico o sistema ordenado de 2* ordem Q= ((Q, ga(Q)),EQ) dos numeros racionais
Q, com uma estrutura X, = <$Q,*Q> , onde <, é a relagio de posigo usual em Q e *, sdo operagbes aritméticas em Q.
Aplicando-se o construtor intervalar [] ao sistema Q, obtém-se o sistema ordenado intervalar de 2* ordem
Q= ((IQ, go(IQ)) z ,Q), cujo universo € o conjunto dos intervalos de racionais /0 = {[p,q]l D.q € Q} c go(Q). Para obter a
estrutura X ,, = (s 10 ,Q> , define-se primeiramente o construtor de operagdes aritméticas intervalares [ ]r, de forma que,
para toda operagfo aritmética *, : OxQ — Q definida no sistema basico Q, tem-se que *, > ([ ] F *o )= *0 10 > 10,
tal que X, *,, X, = {xl *p X, €Q|x, €X,x, €X 2}. Considerando-se, neste caso, o subsistema regulador como o préprio

sistema 1Q, tem-se que *;, é bem comportada relativamente a esse sistema. Define-se agora o construtor de relacdes
intervalares binarias [ ]z, tal que, para a relagdo de posigdo, obtém-se que [p,q]< [p’,q’] se € somente se g<p', €

[p, q] < [p’,q'] se e somente se [p, q] < [p’,q'] ou [p, q] = [p',q’]. Assim, segue o sistema intervalar 1Q ¢ uma evolugdo do
sistema ordenado de 2* ordem Q. ¢

4 A Representacio Global de Sistemas Ordenados de 2* Ordem

Para a globalizacdo de sistemas ordenados de 2* ordem foram introduzidos os espagos coerentes bi-
estruturados, denotados por ((IIA, p(LA));=r, ;Zf{;). Estes espagos coerentes bi-estruturados
constituem sistemas ordenados de 2* ordem bi-estruturados, obtidos a partir de evolugdes sucessivas
especificas a partir de um sistema bdsico A, = ((A, p(A)z, )

O universo 114 do espaco coerente bi-estruturado é um espago coerente de intervalos de elementos do
conjunto basico, com objetos indexados, gerado pelo conjunto bdsico ordenado enumerdvel A. A
relagdo de coeréncia deste espago coerente € induzida pela ordem de posigdo <, definida no conjunto
basico 4 (veja segdo 2.2).

A indexacdo dos objetos deste espago coerente permite que estes objetos (conjuntos coerentes) possam
ser referenciados pelo seu indice (veja segdo 2.1). Isto permitiu a definicdo de dois tipos de totalidade
neste espago coerente, 0s objetos totais e os quasi-totais (veja se¢io 2.1 e exemplo 2.1). O subsistema

dos objetos totais € denotado por totnAE((tot(IIA), go(tot(IIA)))E;Z,;Z;’;) e o subsistema dos objetos
quasi-totais por gtotja= ((qtot(IIA), o(qrot(114))) Dot > Zgtot )
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A estrutura de informagdo L, deste espago coerente ¢ composta por fungdes lineares (veja se¢do 2),
com uma estrutura topolégica compativel [4,5]. A estrutura de aplicagdo X, - algébrica, de ordem,
relacional, funcional, de medidas, topolégica, dentre outras - é obtida pelo processo construtivo a partir
da estrutura do sistema basico A, = ((A, p(A)Z, )

4.1 O Processo de Construgio Global

Nesta seciio apresentam-se as etapas do processo de conmstrugdo global, ilustrado na figura 1,
considerando-se que a estrutura (de aplicagdo) dos sistemas é formada apenas por uma ordem de
posico <, uma familia R de relagdes e uma familia F de fungSes. Uma subestrutura de medidas € a
caracterizacgéo topologica foram estudadas em [3,4,5,6,7].

O ponto de partida da construgdo € a determinagio do sistema bdsico A, = ((A, p(A)Z, ) O universo
A do sistema basico Ag, denominado de conjunto basico, é um subconjunto enumeravel e ordenado (por
uma relagio de posicdo <4) do universo do sistema a ser representado. A estrutura basica X, € definida

por restricio da estrutura do sistema a ser representado ao conjunto basico.
A primeira evolugdo na construgdo, referida como a [ J-evolugdio, consiste da aplicagdo regulada do
construtor intervalar, denotado por [], sobre o sistema basico Ao. Obtém-se assim um sistema

intervalar, denotado por A, = ((IA, o(14)),z ,A), onde I4 é conjunto de intervalos de elementos do
conjunto bésico 4, e a sua estruturaZ,, ¢ obtida pela aplicagdo do construtor de fungbes [ ]Jr e do
construtor de relagdes [ ]z (associados ao construtor intervalar [ ) 2 estrutura £, do sistema basico Ao.
A regulagio da construgdo é relativa ao proprio sistema evoluido (veja exemplo 3.2).

A Construgio da

A Construcio da Estrutura de Aplicacéo

Estrutura de Informacéo

Espago Coerente Bi-
/ Estruturado gerado pelo

“A, = ((IIA, g)(HA));E;']'A A ) Sistema Basico

Coh-evolugdo Coh Cohp, Cohg

t
Taa | (:A’JFSA )

Induzida ( ) Sistema Intervalar
A =ll42,) <
[ ]-evolugdo [] [1r [
Sistema Basico
A 0 = (A, z, )

FIGURA 1- O Processo de Construggo Global

A segunda evolugdo ou evolugdo final, referida como Coh-evolugdo, consiste da aplicagdo regulada do
construtor de espago coerente, denotado por Coh, sobre o sistema intervalar Ai. Obtém-se assim 0

sistema bi-estruturado A, = ((IIA, p(IL4)) Z&;Z;’ﬁ), onde I14 é o espago coerente intervalar gerado
pelo conjunto bdsico A. A estrutura de informagéo T & determinada pela ordem de informagdo c e
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uma familia de fungdes lineares definidas no espago coerente I14. A estrutura de aplicagéio ¥, € obtida
pela aplicagdo, regulada pelo subsistema dos objetos quasi-totais, do construtor de fungées Cohr € do
construtor de relagdes Cohg (associados ao construtor de espago coerente Coh) a estrutura X,, do
sistema intervalar Aq1. A regulacdo da construgio permite que as fungdes e relages evoluidas sejam
bem comportadas relativamente ao subsistema dos objetos quasi-totais, e, consequentemente, ao
subsistema dos objetos totais.

4.2 A Representacdo Global

Um espago coerente bi-estruturado IlA, obtido pelo processo de globalizacéo, é a representacdo global
de um dado sistema ordenado de 2° ordem A quando € possivel recuperar este sistema através do
subsistema dos objetos totais totya do espago llIA, pela determinacdo de isomorfismos relativos a
estrutura de aplicag@io, denominados de X, - isomorfismos, entre o sistema representado A e o
subsistema dos objetos totais totja. Da mesma forma, estabelecendo também Z,, - isomorfismos entre
IA - o subsistema (estendido) dos intervalos de elementos de A - e o subsistema dos objetos quasi-
totais qtotya, garante-se que o sistema intervalar IS pode ser recuperado pelo subsistema dos objetos
quasi-totais qtot;a do espaco coerente lIA.

Definicdo 4.1. Indice Real. O indice real de um conjunto coerente x € 114 & definido como

ir(x) = ({Y eTA"}i(x) c ¥ A K(X) <IY) <r(V) <H(X),VX ex},
onde i € o indice de um conjunto coerente (veja secdo 2.1), (W) e r(W) sfo, respectivamente, extremos
esquerdo e direito do intervalo . ¢ ’

Definicao. Representacdo Global. Diz-se que espaco coerente bi-estruturado ((IIA, p(IL4)); Z;;’A;Z;’IZ)’
~obtido pelo processo de construgdo global, é a representagdo global do sistema de 22 ordem A se e

somente se existe um >%-isomorfismo o:qtot, =, 1A, definido por
d:qtot(I14) L go(qtot(HA)) —>IA* U p(IA"), tal que
ir(x) sex € qtot(IIA);
¥ {{ir(w) elA*|we x} sex e p(qtot(IIA)),

onde ir € o indice real de um conjunto coerente. ¢

Estudou-se uma abordagem categérica para o processo de construgdo global, mostrando-se que o
processo de construgdo global determina uma adjun¢do entre duas subcategorias da categoria SO2 dos
sistemas ordenados de 2* ordem: a subcategoria dos sistemas representados SO2g, que apresentam
apenas uma estrutura, € a subcategoria das representagdes globais e seus subsistemas SO2g, que sdo bi-
estruturadas [8].

4.3 A Representagdo Linear Interna

E possivel estabelecer uma representacdo linear interna para cada aspecto da estrutura de aplicagio, na
estrutura de informagfo, garantindo desta forma o carater computacional da representacéo.

Observa-se, por exemplo, que as fungdes definidas na estrutura de aplicagdo do espago coerente bi-
estruturado nem sempre satisfazem as condigdes de estabilidade e linearidade [1,2], que s@o
caracteristicas dos morfismos de espagos coerentes. Entretanto, para cada funcdo f da estrutura de
aplicag@o, € possivel estabelecer um conjunto Fr de fungbes da estrutura de informagéo - denominado
de representagdo linear interna de /- que sdo capazes de reproduzir o mesmo efeito da fungéo f'e que
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tém as caracteristicas desejadas de estabilidade e linearidade. Em outras palavras, para cada fung¢fo da
estrutura de aplicagfo, existe um morfismo-da categoria LIN que a representa.

A determinagdo de representagles lineares internas na estrutura de informacdo, para fungbes da
estrutura de aplicagdo, baseou-se, fundamentalmente, na prova de que, nos espagos coerentes gerados
por um conjunto basico, a condigdo de estabilidade de uma fiungdo de objetos (fungdes em espagos
coerentes gerados por um conjunto basico) € dependente da injetividade da respectiva fungdo basica
[9], a qual é uma propriedade inerente a estrutura do sistema representado pelo espago coerente bi-
estruturado e, portanto, inerente a estrutura de aplicagdo desse espago e ndo & sua estrutura de
informag&o. Para exemplos de determinagdio de representacdes lineares internas, geralmente muito
extensos, veja [3,9].

5 O Espaco Coerente Bi-Estruturado de Intervalos Racionais e Representacdo Global de R ¢ IR

A metodologia desenvolvida mostrou-se particularmente interessante quando aplicada ao sistema dos
numeros reais € ao sistema dos intervalos reais estendido, denotados, respectivamente, por

R=(R,pR)}zg) e IR=((]IR*,50(]IR*)),ZHR*), onde R ¢é o conjunto dos nimeros reais e

IR*=IRU{R} é o conjunto dos intervalos reais estendido. Nesta segfio, resumem-se os resultados
obtidos com a utilizagdo do processo de construgio global descrito na segdo 4.1 para obter uma
representagdo global para os sistemas R e IR [3,4,8,10,11,12,13,25].

Observando-se que o conjunto dos niimeros racionais Q ¢ um subconjunto enumeravel de R ordenado
pela relagdo de posicdo <y, considerou-se como sistema bdsico o subsistema Q = ((Q, p(Q)); ZQ) dos
numeros racionais 0, cuja estrutura I, € obtida por restricdo de X, a Q.

Apbs a primeira evolugdo do processo - uma [ J-evolugdo - obtém-se o sistema 1Q = ((IQ, go(IQ));Z ,Q)
dos intervalos racionais, introduzido no exemplo 3.2, cujo universo € conjunto /Q dos intervalos
racionais, € a estrutura X,, € obtida a partir da estrutura basica I, pela aplicagdio regulada do
construtor de fungdes []r e do construtor de relagdes [ ]z. Foi realizado um estudo completo
[10,11,12,13] das propriedades da relagdo de posi¢do intervalar <y, das operagBes aritméticas
intervalares e das fun¢Ges elementares undrias intervalares, obtidas pelo processo construtivo.
Realizada a evolu¢do final - uma Coh-evolugdo - obtém-se o espago coerente bi-estruturado dos

intervalos racionais ((IIQ, p(11Q)); Zi’{Q;Zf{’Q), onde IIQ = (Coh(IQ,zSQ),g) € o espago coerente gerado
pelo conjunto basico Q. A estrutura de aplicagdo X7, € obtida a partir da estrutura intervalar T, pela

aplicacdo, regulada pelo subsistema dos objetos quasi-totais, do construtor de fun¢des Cohr e do
construtor de relagdes Cohp.

Os resultados descritos na segdo 4.3 foram aplicados no sentido de se obter a representagdo linear
interna, na estrutura de informagfo, das fungdes de objetos definidas na estrutura de aplicagdo do
espago coerente bi-estruturado dos intervalos racionais [9].

O principal resultado obtido aqui é a prova de que espago o coerente bi-estruturado
((IIQ, go(IIQ)),Zi';Q;Zf{’Q), obtido pelo processo de construgdo global, ¢ uma representacdo global do
sistema dos niimeros reais R e do sistema dos intervalos reais estendido IR, no sentido exposto na
‘segdo 4.2. Provou-se que o sistema dos intervalos reais estendido IR e o subsistema qtotyq dos objetos
quasi-totais do espago coerente bi-estruturado ((IIQ, 21110)) Zi}'Q;Z;’I"Q) sdo Zgp - isomorfos, isto €, séo

isomorfos para a estrutura de aplicagdo - IR =,, qtotiq -. Além disso, provou-se que o subsistema totyq
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dos objetos totais de ((IIQ, p(IIQ)),Zi';Q;Zg’Q), relativamente 4 sua estrutura de aplicagdo, apresenta-se

como um corpo ordenado completo que pode ser identificado com o sistema dos niimeros reais R, isto
é, R =,, totq. A figura 2 mostra os Z, - isomorfismos da representacio global de R e IR.

i (or@10), plror(MQ))) =12,, %2 ) =,, (R, p(R) )
ST————— [ Objetos

Totais

tot 2t

Determinagdo dos
Z%-isomorfismos

(qror(10), plaror@OY) =522, )=, (IR", (IR} 2,,..)
— Objetos

gtot Quasi-Totais

gtot b

-

(o, so(IIQ))Zi';Q;fo’Q)
X .

A Representacio
Global

Processo de Construcdo Global

A (©.o0)s,)

_ FIGURA 2 - A Representagéo Global de R ¢ IR e os Z#-isomorfismos
6 Conclusdes e Consideracdes Finais '

Foi introduzida também uma caracterizagio topolégica elegante para os espagos coerentes bi-
estruturados [4,5], com fungdes estéveis e lineares na sua estrutura de informagdo, a exemplo do que
existe para os dominios de Scott com fung¢des continuas, determinando uma estrutura topolégica de
informagdo para o sistema de representagdo global. Paralelamente, a estrutura de aplicagdo também foi
caracterizada por uma estrutura topologica, e o relacionamento entre esta estrutura € a estrutura
topologica de informaggo foi estabelecido. Para atingir este objetivo, a nogdo de vizinhangas estéveis
[14] foi utilizada como base para introduzir o conceito de vizinhangas lineares na caracterizag@o
topolégica da estrutura de informagdo, e a nogio de espagos de vizinhangas generalizadas induzidas
por uma fungdo distdncia mais fraca (como em [15]), com uma fopologia associada, foram aplicadas
para obter uma caracterizagio topologica para a estrutura de aplicag&o.

Alguns trabalhos sobre a representagdo computacional dos nmimeros reais e a computagdo efetiva com
nimeros reais foram analisados [16,17,18,19,20], todos baseando-se fundamentalmente na Teoria dos
Dominios. A abordagem adotada por Escardé, Edalat e Potts [19], que, baseados em um dominio
continuo IR de intervalos reais - os reais parciais -, desenvolveram um conceito de nimeros reais
efetivos, apresenta natureza que consideramos infinitdria. O principal objetivo desta abordagem é
fornecer acesso computacional direto aos numero reais e intervalos de reais, objetos considerados
infinitos relativamente a informagfio que contém, incluindo tais conceitos de forma explicita nas
linguagens de programagfio, para que os programadores possam manipular as representagdes de
nimeros reais e intervalos de reais pela propria linguagem de programagfo. Pode-se concluir que, neste
caso, 0s niimeros reais ndo sdo construidos, e, embora infinitos, sdo considerados efetivos. Salienta-se
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que a principal vantagem desta abordagem ¢ a sua simplicidade, j& que a utilizagdo de dominios
algébricos para o mesmo proposito sempre deve fazer uso de um procedimento de completagdo [16].
Salienta-se que a abordagem adotada no trabalho desenvolvido nesta tese difere conceitualmente da
abordagem adotada por Escardo, Edalat e Potts. Optou-se aqui pelo ponto de vista tradicional da teoria
da computaggo, adotando-se uma abordagem considerada finitaria, onde somente objetos finitos (no
sentido de seu contetido de informagdo) sdo efetivos e representdveis em linguagem de programagéo,
enquanto que os objetos infinitos sdo entidades ideais limites que ndo sdo explicitamente
representaveis. Assim, optando por trabalhar com um tipo de dominio algébrico - Espagos Coerentes -,
foi possivel efetivamente obter um modelo seméntico construtivo para a Matematica Intervalar e a
Computacdo Cientifica.

Outra caracteristica levada em consideragdo é que nos dominios algébricos os elementos basicos sdo
compactos, o que intuitivamente pode significar finitos. Além disso, no caso particular de Espacos
Coerentes, os elementos compactos sio exatamente aqueles que séo finitos.

Observa-se também que os Espagos Coerentes, além de adequados para construir 0S NUMeros reais €
intervalos de reais de modo finitério, também sfio adequados para modelar semanticamente os
processos computacionais correspondentes como eles ocorrem na pratica corrente da programacio
cientifica, mais especificamente, da matematica intervalar. Foi possivel observar que a nogdo de
computacio por constru¢do estd explicita nestas estruturas, que se mostraram perfeitamente adequadas
4 metodologia de construgfo desenvolvida. -
Salienta-se que a abordagem adotada também difere de outras existentes por permitir que as
caracteristicas externas a construgdo interna dos reais (objetos totais) € intervalo reais (objetos quasi-
totais), tais como suas operagdes algébricas, sua ordem de posi¢do, sua distdncia euclidiana, sua
topologia de Hausdorff, dentre outras, possam ser obtidas pelo processo construtivo, de modo paralelo
a obtencdo dos objetos (reais e intervalos reais). Outras abordagens consideram que estas
caracteristicas, que nfio sio de natureza computacional, devem ser obtidas a partir da estrutura de
informacdo, ainda que sendo plenamente identificadas apenas no subespago dos objetos totais. Por
outro lado, em nossa construgdo, a0 mesmo tempo em que esta construgdo externa procede, sua
representagdio interna € garantida por uma estrutura de informagdo de Espago Coerente com morfismos
estaveis e lineares, assegurando a existéncia de uma representagéo computacional para elas.

Por outro lado, observa-s¢ que a abordagem finitaria proposta neste trabalho e a abordagem infinitaria
de Escard6, Edalat e Potts parecem ndo ser contraditérias, pois é possivel recuperar as propriedades €
entidades infinitas como propriedades e entidades que sdo construidas a partir de quasi-propriedades
generalizadas e entidades parciais em espagos coerentes [21]. Resta, contudo, como um trabalho ainda
a ser realizado, tornar explicita a conexdo entre as duas abordagens, no que diz respeito aos aspectos de |
computabilidade de nimeros, intervalos e fungdes, determinando, de maneira mais precisa, o modo
pelo qual as representagdes infinitérias, modeladas pelo dominio continuo IR, aparecem no contexto
das representagdes finitarias, modeladas pelo espago coerente bi-estruturado de intervalos racionais.
Observa-se a possibilidade de que os-espagos coerentes bi-estruturados possam ser aplicados em
sistemas de inteligéncia artificial distribuida, para modelar a dindmica de teorias de clausulas, com o
objetivo de expressar a analise topolégica (métrica) das bases de conhecimento evolutivas introduzidas
por Oliveira [22]. Acredita-se que o relacionamento entre a dindmica da teoria de cldusulas e o
processo de programaggo indutiva em l6gica possa fornecer um tratamento denotacional dos processos
de aprendizado e o intercimbio de conhecimento em Inteligéncia Artificial Distribuida.

Os resultados obtidos também podem ser aplicados em fundamentos da Inteligéncia Artificial. Rocha
Costa [23,24], em sua tese de doutorado, introduziu uma formalizagdio inicial do processo de
desenvolvimento de mecanismos computacionais. Observa-se que a metodologia desenvolvida pode
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colaborar para a formalizagdo das idéias indicadas em [23], relativamente & evolugdo ou construgéo
autorregulada de mecanismos computacionais.
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